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Conditions aux limites pour un syste`me strictement hyperbolique
fournies par le sche´ma de Godunov
Marguerite Gisclon et Denis Serre1
Re´sume´ - Nous e´tudions les syste`mes hyperboliques de lois de conservation en dimen-
sion un d’espace, en particulier ce que devient la condition aux limites pose´e pour le sche´ma
de Godunov lorsque le pas d’espace tend vers ze´ro.
A l’aide d’estimations sur les entropies, nous de´montrons la convergence de la solution
du sche´ma de Godunov adapte´ au cas d’un domaine x > 0 vers la solution d’un syste`me
hyperbolique mixte sur un intervalle de temps fini, ante´rieur a` la formation des chocs.
Boundary conditions for a strictly hyperbolic system via the Godunov scheme
Abstract - We study hyperbolic systems of conservation laws in one space variable, in
particular the behaviour of the boundary conditions for the Godunov scheme as the space
step tends to zero.
Thanks to entropy estimates, we prove the convergence of the solution of the scheme
towards the solution of a hyperbolic initial boundary value problem in the slab R+× (0, S)
where S is less than the shock breaking time.
Introduction
Conside´rons un syste`me de lois de conservation a` une dimension d’espace, pose´ dans le









f(u) = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
ou` u = u(x, t) ∈ Rn, n ≥ 1, f et b sont des fonctions donne´es, le flux f : Rn → Rn est de
classe C∈, la condition initiale b est borne´e et de classe C∞.
Nous faisons l’hypothe`se
(H1) : pour tout u dans Rn, les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(u) du flux
f , note´es λi(u), 1 ≤ i ≤ n, sont re´elles, simples et non nulles :
λ1(u) < ... < λp(u) < 0 < λp+1(u) < ... < λn(u).
Cette hypothe`se de stricte hyperbolicite´ exprime aussi le fait que le bord x = 0 n’est jamais
caracte´ristique. Afin d’utiliser la re´solution de proble`mes de Riemann, nous supposons aussi
que chaque champ caracte´ristique est ou bien vraiment non line´aire, ou bien line´airement
de´ge´ne´re´.
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En l’absence d’une condition aux limites, le proble`me (S) est sous-de´termine´ (a` moins
que p = n). Notre but est de montrer que le traitement de la frontie`re {x = 0} ×R+ dans
le sche´ma de Godunov de´termine une condition aux limites pour le syste`me (H), lorsque
le pas d’espace ∆x tend vers ze´ro. Nous appellerons cette nouvelle condition au bord la
condition aux limites “re´siduelle”. Cette question peut eˆtre conside´re´e comme une partie
de la version discre`te de l’e´tude continue faite dans [?].
Cet article s’articule de la fac¸on suivante :
-description bre`ve du sche´ma de Godunov adapte´ au quart de plan x > 0, t > 0,
-introduction de la condition aux limites “re´siduelle”,
-utilisation des entropies et des flux associe´s pour obtenir des estimations,
-de´monstration de la convergence de la solution du nouveau sche´ma de Godunov vers la
solution du syste`me hyperbolique avec conditions aux limites “re´siduelles”. Nous obtenons
ainsi le the´ore`me ?? donne´ au paragraphe ??,
-tests nume´riques.
1 Sche´ma de Godunov adapte´
Nous adaptons le sche´ma nume´rique de Godunov au cas d’une demi-droite x > 0 de la fac¸on
suivante : notons ∆t le pas de temps, ε = ∆x le pas d’espace, λ = ∆t/∆x, xj = j∆x pour
j ≥ −1, tn = n∆t pour n ≥ 0 et unj l’approximation nume´rique au temps tn de u(., tn),
j ≥ −1, n ≥ 0 sur Ij =]xj , xj+1[.
Le sche´ma de Godunov adapte´ comporte deux e´tapes, la premie`re est une re´solution
exacte explicite pendant un temps ∆t, la deuxie`me est une e´tape de projection sur les
fonctions constantes par morceaux (cf [?]).








b(y)dy, j ≥ 0,
u0−1 = a(0),




Connaissant la suite (unj )j≥−1, la re´solution exacte sur ]−
∆x
2
,+∞[ se fait en juxtaposant
les solutions
uε(x, t) = R(
x− xj+1




j+1), |x− xj+1| <
∆x
2
, j ≥ −1, t ∈]tn, tn+1[, n ≥ 0,
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des proble`mes de Riemann ou`
(x, t) 7→ R(x
t
, α, β)
de´signe la solution du proble`me de Riemann entre α et β. Nous supposons e´videmment que
les proble`mes de Riemann introduits posse`dent une solution unique, ve´rifiant la condition
d’entropie de Lax.






uε(y, tn+1 − 0)dy,
et nous posons
un+1−1 = a(tn+1).
Pour t > 0 fixe´, nous de´finissons l’ope´rateur de projection Π, qui agit sur les fonctions






u˜(y)dy, ∀ xj < x < xj+1.
Alors,
Πuε(x, tn+1 − 0) = un+1j , ∀ j ≥ 0, ∀ xj < x < xj+1
= uε(x, tn+1), ∀ x > 0.
Sous la condition de Courant-Friedrichs-Lewy :
(CFL)
∣∣∣∣∆t∆x λk(unj )
∣∣∣∣ < 12 , ∀ 1 ≤ k ≤ n,







dans chaque bande R+ × [tn, tn+1[. Nous avons donc la formule suivante pour j ≥ 0 :
un+1j = u
n
j − λ[f(R(0, unj , unj+1))− f(R(0, unj−1, unj ))].
2 Conditions aux limites “re´siduelles”
Pour A dans Rn, nous introduisons l’ensemble
O−(A) = {R(′+,A,⊑), ⊑ ∈ R\} = {u˜ ∈ Rn, u˜ est la valeur en 0+ d’une solution
d’un proble`me de Riemann d’e´tat a` gauche A}.
D’apre`s l’hypothe`se (H1), O−(A) est une sous varie´te´ de dimension p au voisinage de A.
Remarque - Dans les exemples classiques, si p = 0, alors O−(A) = {A}, et si p = n, alors
O−(A) = R\.
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Appliquons les re´sultats de Li Ta-Tsien et Yu Wen-Ci [?] pour montrer l’existence locale










f(u) = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
u(0, t) ∈ O−(⊣(⊔)), ⊔ > ′.
La condition suffisante d’existence et d’unicite´ d’une solution re´gulie`re locale a` un
proble`me strictement hyperbolique due a` Li Ta-Tsien et Yu Wen-Ci est la suivante :








f(u) = 0, x > 0, 0 < t < T0,
u(x, 0) = b(x), x > 0,
g(u(0, t), t) = 0, 0 < t < T0,
avec f de classe C∈, b ∈ C∞⌊ (R+), g ∈ C∞(R\×[′, T′]). On suppose que les conditions initiale
et au bord sont compatibles :
g(b(0), 0) = 0,
et que l’intersection de kerDug(b(0), 0) et du sous espace invariant pour Df(b(0)) associe´
aux valeurs propres positives, est re´duite a` {0}.
Alors, il existe un temps T > 0 tel que le proble`me mixte admette une et une seule
solution continue et de classe C∞ par morceaux.
Si de plus, les conditions initale et au bord satisfont les relations de compatibilite´ a`
l’ordre un, a` savoir
∂g
∂t
(b(0), 0) = Dug(b(0), 0)Df(b(0))b
′(0),
alors cette solution est de classe C∞.
pic
Figure 2:
Comme O−(⊣(⊔)) est une sous-varie´te´ de dimension p au voisinage de a(t), dans Rn,
il existe un voisinage U × [′, ∫ ] de (a(0), 0) dans Rn × R+ et des applications φt de U dans
Rn−p tels que
1. (t, u˜) 7→ φt(u˜) est de classe C∞,
2. φt(a(t)) = 0 pour tout t dans [0, s],
3. φt = 0 est une e´quation locale de O−(⊣(⊔)),
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4. φt est une submersion.




(a(0), 0) = Duφ(a(0), 0)Df(a(0))b
′(0),
alors d’apre`s le the´ore`me ??, il existe un temps T > 0 et une solution u de classe C∞⌊ du
proble`me mixte (C) sur R+ × [0, T ]. Cette solution est unique. Le temps est donc limite´
par l’apparition des chocs dans la solution du proble`me mixte (C) et parce que O−(⊣(⊔))
est une varie´te´ locale, φt est de´finie localement.
Nous allons montrer que, sous certaines hypothe`ses naturelles, il existe un temps S > 0
tel que uε converge vers u dans L∞(0, S, L2(R+x )) lorsque ε = ∆x tend vers ze´ro, c’est-a`-dire
le the´ore`me de convergence suivant :
The´ore`me 2 Soient une condition aux limites et une condition initiale a et b de classe C∞
et borne´es qui satisfont a(0) = b(0), b e´tant constant hors d’un intervalle borne´.
Sous les hypothe`ses supple´mentaires (H2) et (H3) mentionne´es au paragraphe ??, il
existe un temps S > 0 inde´pendant du pas de temps et du pas d’espace ε et une solution uε
du sche´ma de Godunov modifie´ de´finie et re´gulie`re sur R+x × (0, S) tels que la suite (uε)ε>0






||uε(x, t)− u(x, t)||L2(R+) = 0.
3 Estimations sur les entropies
Notons B0 une boule contenant les valeurs b(x) pour x ≥ 0 et les valeurs a(t) pour t ≥ 0,
et B une boule contenant B0 et les valeurs u(x, t) pour x ≥ 0 et t dans [0, T ]. Soient η > 0
et Bη le voisinage de B d’ordre η :
Bη := B +B(0, η).
Nous notons Bη une boule qui contient les valeurs des proble`mes de Riemann entre deux
points quelconques de Bη. Nous de´signons par T
ε(η) = N ε(η)∆t le sup des temps pendant
lesquels la solution uε est a` valeurs dans Bη :
uε ∈ L∞(R+ × [0, T ε(η)]).
Le but de ce paragraphe est de majorer la norme de uε(x, t)− u(x, t) dans L2(R+x ). La
majoration est donne´e par le corollaire ?? au paragraphe ??.
3.1 Hypothe`ses supple´mentaires
Nous faisons l’hypothe`se suivante :
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(H2) : le syste`me strictement hyperbolique (S) admet une entropie E de flux F et pour
tout K compact de Rn, il existe une constante αK strictement positive telle que, pour tout
u˜ dans K, pour tout ξ dans Rn
(D2E(u˜)ξ, ξ) ≥ αK |ξ|2.






F (u) = 0, x > 0, t > 0.






F (uε) ≤ 0,
dans chaque bande R+ × [tn, tn+1[, au sens des distributions.
Notons
∆(uε, u) := E(uε)− E(u)− dE(u)(uε − u) ∈ R,
δ(uε, u) := F (uε)− F (u)− dE(u)(f(uε)− f(u)) ∈ R.
Dans ce texte, nous e´crivons indiffe´remment, en fonction du contexte,
∆ = ∆(uε, u)(x, t) = ∆(uε, u) = ∆(x, t),




∆(uε, u) ≥ α0(η)|uε − u|2 ≥ 0,
ou` α0(η) est une constante strictement positive telle que α0In ≤ D2E(τ), pour τ ∈ Bη. Pour
majorer la norme dans L2(R+x ) de u
ε(x, t)−u(x, t), il est donc e´quivalent d’estimer l’inte´grale∫ +∞
0
∆(x, t)dx, puis de montrer que uε reste dans Bη pour des temps inde´pendants de ε > 0.
Nous sommes amene´s, pour de´gager l’estimation, a` faire l’hypothe`se (H3) suivante dont
la pertinence est discute´e au paragraphe ?? : pour tout A ∈ Rn, il existe V voisinage de A
tel que
∀ (α, β) ∈ (V ∩ O−(A))∈, δ(α, β) ≤ ′.
Le re´sultat est alors le suivant :
The´ore`me 3 Sous les hypothe`ses (H1)−(H2)−(H3), si b est constant hors d’un intervalle
borne´ et si nous prenons des pas tels que le rapport ∆x/∆t ( de´ja` minore´ par la condition
CFL) soit aussi majore´, alors il existe une constante c strictement positive telle que pour
tout ∆x dans ]0, 1],
∀t ∈ [0, T ε(η)],
∫ +∞
0
∆(uε, u)(x, t) dx ≤ c t ∆x exp(c t).




La premie`re estimation est donne´e par
Proposition 1 Sous les hypothe`ses (H1)− (H2)− (H3), il existe une constante c stricte-
ment positive telle que
∀t ∈ [tn, tn+1[,
∫ +∞
0
∆(uε, u)(x, t)dx ≤ exp(c∆t)
∫ +∞
0
∆(uε, u)(x, tn + 0)dx.
De´monstration










u), ∀t ∈ [tn, tn+1[.
Introduisons dans le membre de droite la quantite´ D2E(u)(Df(u)(uε−u), ∂
∂x
u) et utilisons






δ(x, t) ≤ −D2E(u)(f(uε)− f(u)−Df(u)(uε − u), ∂
∂x
u)
≤ c|uε(x, t)− u(x, t)|2.
Dans toute la suite, la notation c de´signe diverses constantes strictement positives qui
de´pendent de Bη.





∆(x, t)dx− δ(0, t) ≤ c
∫ +∞
0












∆(x, t)dx ≤ c
∫ +∞
0
∆(uε, u)(x, t)dx, ∀t ∈ [tn, tn+1[,
qui fournit par l’ine´galite´ de Gronwall
∫ +∞
0
∆(x, t)dx ≤ exp(c(t− tn))
∫ +∞
0




∆(x, tn + 0)dx,∀t ∈ [tn, tn+1[,
c’est-a`-dire la proposition ??.✷
L’hypothe`se (H3) est tout a` fait re´aliste. En effet, nous avons le lemme suivant :
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Lemme 1 Soit A ∈ Rn.
1. Si p = 0, alors δ(α, β) = 0,∀(α, β) ∈ (O−(A))∈.
2. Si p = n, alors δ(α, β) ≤ 0,∀(α, β) ∈ (Rn)2.
3. Si 0 < p < n alors il existe un voisinage V de A tel que δ(α, β) ≤ 0, pour tous α et β
dans V ∩ O−(A).
Sources
1. Dans le cas p = 0, O−(A) = {A} et donc α = β = A.
2. Dans le cas p = n, voir [?].
3. Dans le cas 0 < p < n, voir [?].✷
Exemple - Illustrons ce qui pre´ce`de par l’exemple du p-syste`me de la dynamique des gaz.




u = (u1, u2) 7→ (u2, p(u1))
)
,
avec p ∈ C∈(R),√′ > ′.
Les hypothe`ses (H1) et (H2) sont ve´rifie´es car les valeurs propres de Df(u) sont
±√p′(u1), l’entropie E est E(u) = u22/2 + P (u1) ou` P est une primitive de p, le flux
F est F (u) = u2p(u1). L’ensemble O−(A) est ici la courbe de 1-onde O∞(A). D’apre`s [?],
la proprie´te´ du lemme est globale, c’est-a`-dire V = R∈ :
si α ∈ O∞(A), β ∈ O∞(A), alors δ(α, β) ≤ ′.
Ainsi, l’hypothe`se (H3) est ve´rifie´e globalement dans les cas p = 0, p = n et dans
l’exemple du p-syste`me.
3.3 Deuxie`me estimation
La question maintenant est de savoir comment varie
∫ +∞
0




∆(Πuε, u)dx a` l’aide de
∫ +∞
0
∆(uε, u)dx et de la re´gularite´ de u.
La deuxie`me estimation est donne´e par :
Proposition 2 Sous les hypothe`ses (H1) et (H2), avec b constant hors d’un intervalle
borne´, il existe une constante α strictement positive (“petite”) et une constante c strictement
positive (e´ventuellement “grande”) telles que pour tout t dans [0,min(T ε(η), T )], nous avons











A u fixe´ dans Rn, la fonction de´finie par(
Rn → R
v 7→ ∆(v, u)
)
est, comme E, strictement convexe.
D’apre`s l’hypothe`se (H2),
∆(v, u) ≥ ∆(Πv, u) + (dE(Πv)− dE(u))(v −Πv) + α|v −Πv|2.
Mais,
dE(Πv)− dE(u) = Πg + dE(Πu)− dE(u)















































graˆce a` l’ine´galite´ de Young.
De plus, ∫ +∞
0












a` condition que ∂u/∂x ∈ L∞t (L2x). Or, comme nous avons suppose´ que b est constant hors
d’un compact et comme la vitesse de propagation est finie, aussi bien pour le proble`me
limite que pour le sche´ma de Godunov, nous avons u et uε constants hors d’un compact.











∆(v, u)dx+ c∆x2,∀v ∈ Rn,
ce qui donne la proposition en posant v = uε ∈ L∞(R+ × (0, T ε(η))).✷
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3.4 De´monstration de l’estimation finale














∆(uε, u)(x, tn+1 − 0)dx+ c∆x2




∆(uε, u)(x, tn + 0)dx+ c∆x
2
d’apre`s la proposition ??
≤ exp(c∆t)ρn + c∆x2,
ce qui donne
ρn ≤ exp(c n ∆t)(c n ∆x2 + ρ0)
≤ c t ∆x exp(c t) + ρ0 exp(c n ∆t)
car ∆x/∆t est majore´ et tn = n∆t < t.




∆(uε, u)(x, 0 + 0)dx ≤ c
∫ +∞
0






|u0j − b(x)|2dx ≤ c∆x2||b′||2L2(0,+∞)
≤ c∆x2,
d’ou`
ρn ≤ c t ∆x exp(c t) + c ∆x2 exp(c n ∆t)
≤ ≤ c t ∆x exp(c t).
L’estimation du the´ore`me ?? de´coule de cette ine´galite´ et de la proposition ??.
Remarquons que la proposition ?? donne ensuite une estimation plus pre´cise mais inutile







∆(Πuε, u)(x, t)dx ≤
∫ +∞
0
∆(uε, u)(x, t)dx+ c∆x2,
d’apre`s la proposition ??
≤ c t ∆x exp(ct) + c ∆x2,
∀ 0 < t ≤ min(T ε(η), T ).✷
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Nous avons donc majore´ la norme dans L2(R+x ) de u
ε(x, t)− u(x, t) :
Corollaire 1 Sous les hypothe`ses (H1)−(H2)−(H3), si la condition initiale b est constante
hors d’un intervalle borne´, alors il existe une constante c strictement positive telle que,
∀ t ∈ [0, T ε(η)], ||uε(x, t)− u(x, t)||2L2(R+) ≤ c(η) t ∆x exp(c t),
De´monstration
Elle est imme´diate. En effet,




≤ c t ∆x exp(c t). ✷
4 Convergence de uε vers u
Le corollaire ?? prouve la convergence de uε vers u dans la bande R+ × [0, S] ou`
S = S(η) := lim inf
∆x→0+
min(T ε(η), T ) ≤ T.
Pour que ce re´sultat soit significatif, il reste a` montrer que S(η) est strictement positif pour
tout η > 0, c’est-a`-dire que T ε(η) ne tend pas vers ze´ro quand ∆x tend vers ze´ro, ou encore
que T ε(η) est uniforme´ment minore´. Pour le de´montrer, reprenons l’estimation du corollaire




j − u(j∆x, tn).
Le corollaire ?? devient alors
Proposition 3 Il existe une constante c strictement positive telle que
∀ 0 ≤ n ≤ N ε(η),
∑
j≥0
|wnj |2 ≤ c n ∆t exp(c n ∆t) + c ∆x.
De´monstration
Nous avons
|wnj |2 = |unj − u(j∆x, tn)|2 ≤ 2|unj − u(x, tn)|2 + 2|u(x, tn)− u(j∆x, tn)|2. (1)
Le deuxie`me terme du membre de droite est majore´ par :







Inte´grons (??) par rapport a` x sur ]j∆x, (j + 1)∆x[ :
∆x|wnj |2 ≤ 2
∫ (j+1)∆x
j∆x












|wnj |2 ≤ 2
∫ +∞
0














graˆce au corollaire ??
≤ c tn ∆x exp(c tn) + 2c(∆x)2.✷
Nous pouvons enfin terminer la de´monstration du the´ore`me de convergence. En effet,
d’apre`s la proposition ??
∀ 0 ≤ n ≤ N ε(η), |wnj |2 ≤ c n ∆t exp(c n ∆t) + c ∆x.
Si T ε(η) < T , il existe j tel que |wNε(η)j |2 ≥ η2 car a` T ε(η), uε sort de la boule de rayon η.
Soit nε(η) le plus petit entier tel que sup
j














≤ cnε(η)∆t = ctε(η). ✷
5 Exemple
L’algorithme est teste´ dans le cas du p-syste`me avec
p(x) = exp(x) + x− 1.
Le pas d’espace est introduit au de´part :
∆x = 0, 1.
L’approximation nume´rique unj est stocke´e dans un tableau de dimension 101 c’est-a`-dire j
varie de −1 a` 100. La dernie`re valeur est calcule´e selon la formule
un+1100 = u
n
100 − λ[f(un100)− f(R(0, un99, un100))].













a(t) = (1, 2), b(x) = (1,−1 + 3 exp(−x)).
Elles sont donc bien de classe C∞, borne´s et satisfont
a(0) = b(0).
Au temps 2.053, les composantes de u100j sont donne´es par la figure 1. Nous observons que
la couche limite est bien concentre´e sur une maille.








j ) = 1.
Pour des raisons mathe´matiques, lie´es a` la difficulte´ de la de´monstration de la conver-
gence, nous avons suppose´ la compatibilite´ de la condition initiale et de la condition aux
limites. Mais nous pouvons penser que le re´sultat reste vrai pour des donne´es non re´gulie`res.
Le cas test est le “demi”-proble`me de Riemann, ou` chaque donne´e a et b est une constante.
La solution du proble`me mixte avec condition aux limites “re´siduelle” est auto-similaire.
C’est la restriction au demi-espace x > 0 de la solution du proble`me de Riemann entre a et
b. Nous avons teste´ l’algorithme avec les donne´es
a(t) = (1, 2), b(x) = (1, 5),
pour lesquelles la solution pre´sente une de´tente qui se´pare b de l’e´tat constnt
c = (0.09918, 3.5).
Nous obtenons alors au temps 2.593 la figure 3.
Naturellement, l’e´tude des conditions aux limites “re´siduelles” doit eˆtre mene´e bien au-
dela` du seul sche´ma de Godunov. Nous observons alors, en ge´ne´ral, que la couche limite
s’e´tale sur plusieurs mailles au lieu d’une. A titre d’exemple, les re´sultats de la figure 4
ont e´te´ obtenus au moyen du sche´ma de Lax-Friedrichs. Ce fait peut eˆtre explique´, au
moins formellement, par un de´veloppement asymptotique, dans le meˆme esprit que [?]. La
justification rigoureuse de ce de´veloppement fait l’objet d’une e´tude en cours.
13
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